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ГАЗЛИФТ ҮРДІСІНІҢ МОДЕЛІН САНДЫҚ ШЕШУ ЖӘНЕ ЗЕРТТЕУ 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ И ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛИ ГАЗЛИФТНОГО ПРОЦЕССА 
 

INVESTIGATION AND NUMERICAL SOLUTION OF THE MODEL  
OF THE GAS LIFT PROCESS 

 

Аннотация. Рассматривается модель газлифтного процесса, где движение в газлифтной 
скважине описывается уравнениями в частных производных гиперболического типа. Система, 
описывающая изучаемый процесс, состоит из уравнений движения, неразрывности, уравнений 
термодинамического состояния, гидравлического сопротивления. Построена двухслойная 
разностная схема Лакса-Вендроффа для численного решения задачи. Проводится исследование 
устойчивости разностных схем для модельной задачи методом априорных оценок и приводится 
алгоритм численной реализации модели газлифтного процесса. 

Ключевые слова: сжимаемая жидкость, уравнения Эйлера, априорная оценка, предиктор, 
корректор, схема Лакса-Вендроффа, газлифт. 

 

Аңдатпа. Газлифттік ұңғымадағы қозғалыс гиперболалық типті дербес дифференциалдық 
теңдеулермен сипатталатын газлифттік үрдістің моделі қарастырылады. Зерттелетін 
процесті сипаттайтын жүйе қозғалыс, үздіксіздік, термодинамикалық күй және гидравликалық 
кедергі теңдеулерінен тұрады. Есептің сандық шешіміне арналған екі қабатты Лакс-Вендрофф 
айырымы схемасы тұрғызылған. Модельдік есеп бойынша айырымдық схемаларының 
тұрақтылығы априорлық бағалау әдісімен зерттеліп, газлифттік процесс моделін сандық жүзеге 
асыру алгоритмі ұсынылған. 

Түйін сөздер: сығылатын сұйықтық, Эйлер теңдеулері, априорлық бағалау, предиктор, 
корректор, Лакс-Вендрофф схемасы, газлифт. 

 

Abstract. A model of a gas-lift process is considered, where the motion in a gas-lift well is described by 
partial differential equations of hyperbolic type. The system describing the process under study consists of 
the equations of motion, continuity, equations of the thermodynamic state, and hydraulic resistance. A two-
layer Lax-Wendroff difference scheme for the numerical solution of the problem is constructed. The stability 
of difference schemes for the model problem is studied by the method of a priori estimates, and an algorithm 
for the numerical implementation of the gas-lift process model is presented. 

Keywords: compressible fluid, Euler equations, a priori estimate, predictor, corrector, Lax-Wendroff 
scheme, gas lift. 

Введение. Основными преимуществами газлифтного метода добычи нефти являются 

возможность успешной эксплуатации скважин при высоких газовых факторах, при 

высоких давлениях насыщения, при давлениях в забое скважины ниже давления насыще-

ния Математическому моделированию этих процессов посвящено очень большое коли-

чество работ [1] – [9], [36], [37]. Одним из наиболее эффективных и экономичных методов 

нефтедобычи является метод газлифта, который играет важную роль после фонтанного 

процесса. Основной характеристикой газлифтных скважин является зависимость дебита 

скважины от объемного расхода закачиваемого газа.  
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Целю работы является разработка и исследование математической модели алгоритмов 

расчета режима работы газлифтной скважины для оперативного управления её работой 

(Построение и исследование разностных схем для задачи многофазной динамической 

модели газлифтного процесса) [10]. 

Задачи работы разработать алгоритмы вычисления параметров модели и расчета 

режима работы газлифтной скважины с помощью полученной математической модели и 

получение оценки для доказательства устойчивости разностной схемы. 

Рассмотрим начально-краевую задачу, описывающую движение жидкости в 

газлифтных скважинах: 

𝜌(𝑥, 𝑡) (
𝜕𝑣⃗ 

𝜕𝑡
+ 𝑣 ⋅ 𝛻(𝑣 )) + 𝛻𝑃(𝜌) = −

𝜆𝑐

2𝑑г
𝜌𝑣 |𝑣 | + 𝑓                                     (1) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌𝑣 )=0,                    (2) 

𝑃 = 𝑃(𝜌),                                                (3) 

𝜌|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 𝑣 |𝑡=0 = 𝑣 0(𝑥), 𝑣 |𝑠=0,                                                (4) 

в которой неизвестными функциями являются плотность 𝜌(𝑥, 𝑡) и вектор скорости 

𝑣 (𝑥, 𝑡) = (𝑣1(𝑥, 𝑡),..., 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡)) вязкой сжимаемой жидкости, заполняющей ограниченную 

область 𝛺 , 𝛺 ⊂ 𝑅𝑛,   с границей 𝑆. Размерность 𝑛 равна 1, 2 или 3. Скорость 𝑣 0(𝑥) и 

плотность 𝜌0(𝑥) в начальный момент заданы, причем 𝜌0(𝑥)>0. Коэффициенты 

гидравлического сопротивления 𝜆𝑐, гидравлический диаметр канала 𝑑г являются 

некоторыми положительными постоянными, а давление 𝑃(𝜌) - функция положительного 

аргумента с непрерывной по Липщицу первой производной. Плотность 𝜌 и вектор 

скорости 𝑣  записаны в Эйлеровых переменных (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = [0,𝑇] ∪ 𝛺. 

Система уравнений, описывающая состояние вязкой, сжимаемой жидкости, в отличие 

от уравнений (1) содержит еще и вязкие члены в правой части. Вопрос разрешимости 

задачи Коши на малом интервале времени для такой системы рассматривался в работах 

[16] и [17]. Теорема о локальной разрешимости начально-краевой задачи для уравнений 

вязкой, сжимаемой жидкости доказана в работе [18]. Локальная теорема существования 

решения одномерной начально-краевой задачи для уравнений движения вязкого совер-

шенного политропного газа в лагранжевых массовых координатах доказана в [19]. В 

работе [19] изложена методика исследования «в целом» по времени начально-краевых 

задач для системы уравнений, описывающей одномерное течение вязкого 

теплопроводного газа. 

Для решения систем уравнений динамики вязкого сжимаемого газа в настоящее время 

используются различные численные методы [20] – [26]. Однако математические 

доказательства их устойчивости и сходимости к решению дифференциальной задачи 

отсутствуют. Это связано с нелинейностью уравнений, а также с неэволюционностью 

рассматриваемой системы. Для некоторых задач динамики вязкого баротропного газа 

оценка погрешности разностных схем получена в работе Кузнецова Б.Г., Смагулова Ш. 

[27] – [28]. В работе [29] предлагается и исследуется новая разностная схема для уравнений 

одномерного вязкого теплопроводного газа. Исследования нелинейных разностных схем в 

окрестности известного решения конкретных задач математической физики проводились 

авторами работ [30], [31]. 

В работе [32] проводится сравнение характеристик различных разностных схем для 

уравнений Эйлера при решений ряда модельных задач газовой динамики и газодина-

мических процессов. В работе [33] предлагается новая разностная схема для нестацио-

нарного движения вязкого баротропного газа в переменных Эйлера. Положительность 

функции плотности обеспечивается тем, что ищутся не сами значения функции плотности, 

а натуральные логарифмы этих величин. 
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Разработка и исследование разностных схем для численного решения систем уравнений 

газовой динамики позволяет получать одновременно точные и монотонные решения. 

В настоящей работе строится двухслойная разностная схема Лакса-Вендроффа (типа 

предиктор-корректор) для решения задачи (1)-(4). Методом энергетических неравенств 

получены априорные оценки для разностной задачи. 

Система дифференциальных уравнений в частных производных для математического 

моделирования газлифтной скважины.  

Рассмотрим одномерный вариант алгоритма [10], [11] – [15]: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
=0,                                                            (5) 

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −

𝜆𝑐

2𝑑г
𝜌𝑢|𝑢| + 𝑓,                                            (6) 

𝜌(𝑥, 0) = 𝜌0(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥),                                         (7) 

𝑣(0,𝑡) = 𝑣(0,1)=0. 
Соответствующая (5)-(7) разностная схема имеет вид: 

– предиктор 
𝜌𝑖+1/2

𝑛+1/2−0.5(𝜌𝑖+1
𝑛 +𝜌𝑖

𝑛)

𝜏/2
+

𝜌𝑖+1
𝑛 𝑢𝑖+1

𝑛 −𝜌𝑖
𝑛𝑢𝑖

𝑛

ℎ
=0,                                   (8) 

𝜌𝑖+1/2
𝑛+1/2𝑢𝑖+1/2

𝑛+1/2 − 0.5(𝜌𝑖+1
𝑛 𝑢𝑖+1

𝑛 + 𝜌𝑖
𝑛𝑢𝑖

𝑛)

𝜏/2
+

𝜌𝑖+1
𝑛 (𝑢𝑖+1

𝑛 )2 − 𝜌𝑖
𝑛(𝑢𝑖

𝑛)2

ℎ
+ 

+
𝑝𝑖+1

𝑛 −𝑝𝑖
𝑛

ℎ
= −

𝜆𝑐

2𝑑г
𝜌𝑖

𝑛𝑢𝑖
𝑛|𝑢𝑖

𝑛| + 𝑓𝑖
𝑛,                                            (9) 

- корректор 

𝜌𝑖+1
𝑛 −𝜌𝑖

𝑛

𝜏
+

𝜌𝑖+1/2
𝑛+1/2𝑢𝑖+1/2

𝑛+1/2−𝜌𝑖−1/2
𝑛+1/2𝑢𝑖−1/2

𝑛+1/2

ℎ
=0,                                         (10) 

𝜌𝑖
𝑛+1𝑢𝑖

𝑛+1 − 𝜌𝑖
𝑛𝑢𝑖

𝑛

𝜏
+

𝜌𝑖+1/2
𝑛+1/2(𝑢𝑖+1/2

𝑛+1/2)
2
− 𝜌𝑖−1/2

𝑛+1/2(𝑢𝑖−1/2
𝑛+1/2)

2

ℎ
+ 

+
𝑝𝑖+1/2

𝑛+1/2−𝑝𝑖−1/2
𝑛+1/2

ℎ
= −

𝜆𝑐

2𝑑г
𝜌𝑖+1/2

𝑛+1/2𝑢𝑖
𝑛+1/2|𝑢𝑖

𝑛+1/2| + 𝑓𝑖
𝑛+1/2,                    (11) 

𝜌𝑖
0 = 𝜌0(𝑥𝑖), 𝑣𝑖

0 = 𝑣0(𝑥𝑖), 𝑖=1,2,..., 𝑀 − 1                                    (12) 

𝑣0
𝑛=0,𝑣𝑀

𝑛 =0,𝑛=0,1,..., 𝑁. 

Из (8), (9), (10) исключая промежуточные значения 𝜌𝑖+1/2
𝑛+1/2 и 𝑢𝑖+1/2

𝑛+1/2 имеем 

𝜌𝑡,𝑖
𝑛 + (𝜌𝑖

𝑛𝑢𝑖
𝑛)

𝑥
0 −

𝜏

2
(𝜌𝑖

𝑛(𝑢𝑖
𝑛)2)𝑥̄𝑥 −

𝜏ℎ

2
𝑝𝑥̄𝑥,𝑖

𝑛 −
τλ𝑐

2𝑑г
(𝜌𝑖

𝑛𝑢𝑖
𝑛|𝑢𝑖

𝑛|)
𝑥
0 + 𝜏𝑓

𝑥
0
,𝑖

𝑛 =0.               (13) 

Приведем сначала методику применения энергетических неравенств для модельного 

уравнения переноса при 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎 = const 

𝑦𝑡,𝑖
𝑛 + ay

𝑥
0
,𝑖

𝑛 −
𝑎2𝜏

2
𝑦𝑥̄𝑥,𝑖

𝑛 =0,                    (14) 

𝑦0
𝑛 = 𝑦𝑀

𝑛 =0,𝑦𝑖
0 = 𝜌0(𝑥𝑖). 

Учитывая, что 𝑦
𝑥
0
,𝑖

𝑛 =0.5(𝑦𝑥̄,𝑖
𝑛 + 𝑦𝑥,𝑖

𝑛 ), разностное соотношение (14) перепишем в виде 

𝑦𝑡,𝑖
𝑛 +

𝑎

2
(𝑦𝑥̄,𝑖

𝑛 + 𝑦𝑥,𝑖
𝑛 ) −

𝑎2𝜏

2
𝑦𝑥̄𝑥,𝑖

𝑛 =0.                                          (15) 

Умножим (15), взятое на слое 𝑛, на 2𝜏hy
𝑖
𝑛+1

 и полученное равенство просуммируем по 

𝑖 от 1 до 𝑀 − 1. 

2𝜏∑ 𝑦𝑡,𝑖
𝑛 𝑦𝑖

𝑛+1ℎ𝑀−1
𝑖=1 + 𝑎𝜏 ∑ 𝑦𝑥̄,𝑖

𝑛 𝑦𝑖
𝑛+1ℎ𝑀−1

𝑖=1 + 𝑎𝜏∑ 𝑦𝑥,𝑖
𝑛 𝑦𝑖

𝑛+1ℎ𝑀−1
𝑖=1 − 𝑎2𝜏2 ∑ 𝑦𝑥̄𝑥,𝑖

𝑛 𝑦𝑖
𝑛+1ℎ𝑀−1

𝑖=1 =0.   (16)                      
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Учитывая, что 

2𝜏𝑦𝑡,𝑖
𝑛 𝑦𝑖

𝑛+1 = (𝑦𝑖
𝑛+1)

2
− (𝑦𝑖

𝑛)2 + 𝜏2(𝑦𝑡,𝑖
𝑛 )

2
                                    (17) 

и применяя формулы разностного дифференцирования, из (16) имеем 

||𝑦𝑛+1||2 − ||𝑦𝑛||2 + 𝜏2||𝑦𝑡
𝑛||2 − 𝑎𝜏 ∑ 𝑦𝑥,𝑖

𝑛+1𝑦𝑖
𝑛ℎ

𝑀−1

𝑖=1

+ 𝑦𝑀
𝑛+1𝑦𝑀−1

𝑛 − 𝑦0
𝑛𝑦0

𝑛+1 − 𝑎𝜏∑𝑦𝑥̄,𝑖
𝑛+1𝑦𝑖

𝑛ℎ

𝑀

𝑖=1

+ 

+𝑦𝑀
𝑛+1𝑦𝑀

𝑛 − 𝑦0
𝑛𝑦1

𝑛+1 + 𝑎2𝜏2 ∑ 𝑦𝑥̄,𝑖
𝑛+1𝑦𝑥̄,𝑖

𝑛 ℎ𝑀
𝑖=1 − 𝑦𝑀

𝑛+1𝑦𝑥̄,𝑀
𝑛 − 𝑦𝑥,0

𝑛 𝑦0
𝑛+1=0.            (18) 

В силу граничных условий (14) имеем, что 𝑦0
𝑛 = 𝑦𝑀

𝑛 =0,𝑦0
𝑛+1 = 𝑦𝑀

𝑛+1=0 

||𝑦𝑛+1||2 − ||𝑦𝑛||2 + 𝜏2||𝑦𝑡
𝑛||2 + 𝑎2𝜏2 ∑(𝑦𝑥̄,𝑖

𝑛 )
2
ℎ

𝑁

𝑖=1

= 

= −𝑎2𝜏3 ∑ 𝑦𝑥̄,𝑖
𝑛 𝑦𝑥̄,𝑡

𝑛 ℎ𝑁
𝑖=1 + 𝑎𝜏2(∑ 𝑦xt,𝑖

𝑛 𝑦𝑖
𝑛ℎ𝑀−1

𝑖=1 + ∑ 𝑦xt
𝑛𝑦𝑖

𝑛ℎ𝑀
𝑖=1 ).                (19) 

Здесь использованы соотношения 

 [𝑦𝑛, 𝑦𝑥
𝑛) + (𝑦𝑛, 𝑦𝑥̄

𝑛] = (𝑦𝑛, 𝑦𝑥
𝑛) + (𝑦𝑛 , 𝑦𝑥̄

𝑛) = (𝑦𝑛, 𝑦𝑥
𝑛) + 𝑦𝑀

𝑛 , 𝑦𝑀−1
𝑛 − 𝑦0

𝑛, 𝑦0
𝑛 − [𝑦𝑥

𝑛, 𝑦𝑛) = 

 = (𝑦𝑛, 𝑦𝑥
𝑛) − [𝑦𝑥

𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑦𝑛, 𝑦𝑥
𝑛) − (𝑦𝑛 , 𝑦𝑥

𝑛)=0. 

Оценим члены, стоящие в правой части (19), через члены левой части и известные 

величины следующим образом: 

 𝑗1
𝑛 = |𝑎2𝜏3 ∑ 𝑦𝑥̄,𝑖

𝑛 𝑦𝑥̄,𝑡
𝑛 ℎ𝑁

𝑖=1 | ≤ 𝑎2𝜏3 (𝜀1
2||𝑦𝑥̄

𝑛]|2 +
1

4𝜀1
2 ||𝑦𝑥̄,𝑡

𝑛 ]|2) . 

Далее используем известное неравенство [6] 

 ||𝑦𝑥̄𝑡
𝑛 ]|2 ≤

4

ℎ2 ||𝑦𝑡
𝑛||2 

и получим 

 𝑗1
𝑛 ≤ 𝑎2𝜏3𝜀1

2||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 +

𝑎2𝜏3

𝜀1
2ℎ2 ||𝑦𝑡

𝑛||2. (20) 

Теперь оценим второе слагаемое правой части (19), используя неравенство [6] 

 
ℎ2

4
|[𝑦𝑥||

2 ≤ ||𝑦||2 ≤
𝑙2

8
|[𝑦𝑥||

2 

и 𝜀- неравенство: 

𝑗2
𝑛 = 𝑎𝜏2|[𝑦xt

𝑛, 𝑦𝑛) + (𝑦𝑥̄𝑡
𝑛 , 𝑦𝑛]| ≤ 𝑎𝜏2

4

ℎ2
||𝑦𝑡

𝑛|| ⋅ ||𝑦𝑛|| + 𝑎𝜏
4

ℎ2
||𝑦𝑡

𝑛|| ⋅ ||𝑦𝑛|| = 

=
4𝑎𝜏2

ℎ
||𝑦𝑡

𝑛|| ⋅ ||𝑦𝑛|| ≤
𝑎𝜏2𝑙2

2ℎ2
||𝑦𝑡

𝑛|| ⋅ ||𝑦𝑥̄
𝑛|| ≤

a𝑙2

2ℎ2 |(𝜏3 2⁄ ||𝑦𝑡
𝑛||) ⋅ (𝜏1 2⁄ ||𝑦𝑥̄

𝑛]|)| ≤ 

a𝑙2τε2
2

2ℎ2 ||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 +

a𝑙2𝜏3

8ℎ2𝜀2
2 ||𝑦𝑡

𝑛||2.                                             (21) 

Из (19), (20), (21), группируя подобные члены, имеем 

||𝑦𝑛+1||2 − ||𝑦𝑛||2 + 𝜏2 (1 −
𝑎2𝜏

ℎ2𝜀1
2 −

a𝑙2𝜏

8ℎ2𝜀2
2) ||𝑦𝑡

𝑛||2 + (𝑎2𝜏2 − 𝑎2𝜏3𝜀1
2 −

a𝑙2τε2
2

2ℎ2 ) ||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 ≤ 0. (22) 

Положим 

𝜀1
2 =

2𝑎

ℎ
, 𝜀2

2 =
𝑙2

4ℎ
 

и из (22) получим 

||𝑦𝑛+1||2 − ||𝑦𝑛||2 + 𝜏2 (1 −
𝑎𝜏

ℎ
) ||𝑦𝑡

𝑛||2 + (𝑎2𝜏2 −
2𝑎3𝜏3

ℎ
−

a𝑙4𝜏

8ℎ3) ||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 ≤ 0.       (23) 

Наложим на ℎ, 𝜏 и 𝑎 условие 

1 −
𝑎𝜏

ℎ
>0.    (24) 

Тогда получим неравенство 
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||𝑦𝑛+1||2 − ||𝑦𝑛||2 + aτ (aτ −
2𝑎2𝜏2

ℎ
−

𝑙4

8ℎ3) ||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 ≤ 0 

которое позволяет оценить ||𝑦𝑛|| и ||𝑦𝑥̄
𝑛]|, если взять 

aτ −
2𝑎2𝜏2

ℎ
−

𝑙4

8ℎ3 ≥ 0.                                                      (25) 

Действительно, если коэффициент при ||𝑦𝑥̄
𝑛]|2 неотрицателен,  

||𝑦𝑛+1|| ≤ ||𝑦𝑛|| ≤ ... ≤ ||𝑦0||. 

Уравнение (6)  с учетом уравнения неразрывности (5)  и условия положительности 

плотности 𝜌 напишем в недивергентном виде 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

1

2

𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= −

𝜆𝑐

2𝑑
𝑢 ⋅ |𝑢| + 𝑓                              (26) 

где 𝑔 = ln𝜌. Тогда схема Лакса-Вендроффа для уравнения (26) имеет вид 

𝑢𝑖+1 2⁄
𝑛+1 2⁄

− 0.5(𝑢𝑖+1
𝑛 + 𝑢𝑖

𝑛)

𝜏 2⁄
+

1

2
[𝑢𝑖+1

𝑛 𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖

𝑛

ℎ
+ 𝑢𝑖

𝑛 𝑢𝑖
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

ℎ
] + 

+
𝑔𝑖+1

𝑛 −𝑔𝑖
𝑛

ℎ
= −

𝜆𝑐

2𝑑
𝑢𝑖+1 2⁄

𝑛 ⋅ |𝑢𝑖+1 2⁄
𝑛 | + 𝑓𝑖+1 2⁄

𝑛                                         (27) 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

𝜏 2⁄
+

1

2
[𝑢𝑖+1 2⁄

𝑛+1 2⁄
𝑢𝑖+1 2⁄

𝑛+1 2⁄
− 𝑢𝑖−1 2⁄

𝑛+1 2⁄

ℎ
+ 𝑢𝑖−1 2⁄

𝑛+1 2⁄
𝑢𝑖−1 2⁄

𝑛+1 2⁄
− 𝑢𝑖−3 2⁄

𝑛+1 2⁄

ℎ
] + 

+
𝑔𝑖+1 2⁄

𝑛+1 2⁄
−𝑔𝑖−1 2⁄

𝑛+1 2⁄

ℎ
= −

𝜆𝑐

2𝑑
𝑢𝑖

𝑛+1 2⁄
⋅ |𝑢𝑖

𝑛+1 2⁄
| + 𝑓𝑖

𝑛+1 2⁄
.                             (28) 

Умножим уравнение (27) на 𝜏𝑢
𝑖+

1

2

𝑛+
1

2ℎ и просуммируем по внутренним узлам сетки:  

‖𝑢𝑛+
1
2‖

2

+
𝜏2

2
‖𝑢𝑛+

1
2 − 𝑢𝑛‖

2

+
4

ℎ2
||𝑢

𝑥

𝑛+
1
2]|

2

+
𝜏

2
∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢𝑖+1
𝑛 𝑢𝑥,𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖
𝑛𝑢𝑥̅,𝑖

𝑛 )𝑢
𝑖+

1
2

𝑛 ℎ + 

+
𝜏

2
∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢𝑖+1
𝑛 𝑢𝑥,𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖
𝑛𝑢𝑥̅,𝑖

𝑛 ) (𝑢
𝑖+

1
2

𝑛+
1
2 − 𝑢

𝑖+
1
2

𝑛 ) +
𝜏𝜆𝑐

2𝑑
∑

𝑀−1

𝑖=1

𝑢
𝑖+

1
2

𝑛 |𝑢
𝑖+

1
2

𝑛 | 𝑢
𝑖+

1
2

𝑛+
1
2ℎ + 

+𝜏∑𝑀−1
𝑖=1 𝑢

𝑖+
1

2

𝑛+
1

2𝑔𝑥,𝑖
𝑛 ℎ = 2‖𝑢𝑛‖2 + 𝜏∑𝑀−1

𝑖=1 𝑢
𝑖+

1

2

𝑛+
1

2𝑓
𝑖+

1

2

𝑛 ℎ.                             (29) 

Оценим скалярные произведения в (29). Для члена, порожденного нелинейными 

слагаемыми, используем неравенство Коши и неравенства из [34]:  

|𝑗1| ≡
𝜏

2
|∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢𝑖+1
𝑛 𝑢𝑥,𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖
𝑛𝑢𝑥̅,𝑖

𝑛 ) (𝑢
𝑖+

1
2

𝑛+
1
2 − 𝑢

𝑖+
1
2

𝑛 )| ≤ 

≤
𝜏

ℎ
‖|𝑢𝑛|2‖‖𝑢𝑛+

1
2 − 𝑢𝑛‖ ≤

2𝜏

ℎ
‖𝑢𝑛‖

1
2‖𝑢𝑥

𝑛‖
1
2 ‖𝑢𝑛+

1
2 − 𝑢𝑛‖ ≤ 

≤
𝜀1𝜏

ℎ
‖𝑢𝑛+

1
2 − 𝑢𝑛‖

2

+
2𝜏

𝜀1ℎ
2
‖𝑢𝑛‖2, 

аналогично  
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|𝑗2| ≡
𝜏

2
|∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢𝑖+1
𝑛 𝑢𝑥,𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖
𝑛𝑢𝑥̅,𝑖

𝑛 )𝑢
𝑖+

1
2

𝑛 | ≤
2𝜏

ℎ
‖𝑢𝑛‖

1
2‖𝑢𝑥

𝑛‖
1
2‖𝑢𝑛‖ ≤

𝜏

ℎ
(1 +

2

ℎ
)‖𝑢𝑛‖2. 

Для слагаемого 𝑗3 ≡
𝜏𝜆𝑐

2𝑑
∑𝑀−1

𝑖=1 𝑢
𝑖+

1

2

𝑛 |𝑢
𝑖+

1

2

𝑛 | 𝑢
𝑖+

1

2

𝑛+
1

2ℎ используя разностный аналог теоремы 

вложения и 𝜀-неравенство получим:  

|𝑗3| ≤
𝜏𝜆𝑐

2𝑑
‖𝑢𝑛‖2 ‖𝑢𝑛+

1
2‖ ≤

𝜀1𝜏𝜆𝑐

4𝑑
‖𝑢𝑛‖2 +

1

16𝜀1
‖𝑢𝑛‖2 ||𝑢

𝑥

𝑛+
1
2]|

2

. 

Используя формулу суммирования по частям к последнему слагаемому в левой части 

(29), получим  

|𝑗4| ≤ 𝜏 ‖𝑢𝑥̅

𝑛+
1
2‖‖𝑔‖ ≤

𝜀1𝜏

2
‖𝑢𝑥̅

𝑛+
1
2‖

2

+
𝜏

2𝜀1
‖𝑔‖2. 

Слагаемое в правой части уравнения (29) оценим следующим образом: 

|𝑗5| ≤
𝜏

2
‖𝑢𝑛+

1
2‖‖𝑓𝑛‖ ≤

𝜀1𝜏

16
‖𝑢𝑥̅

𝑛+
1
2‖

2

+
𝜏

8𝜀1
‖𝑓𝑛‖2. 

Подставляя полученные неравенства в (29) и предполагая, что выполняются 

неравенства (𝜏ℎ − 2𝜀1)/2ℎ > 0, 
4

ℎ2 −
9𝜀1𝜏

16
−

1

16𝜀1
‖𝑢𝑛‖2 > 0, получим неравенство  

‖𝑢𝑛+
1

2‖
2

≤ 𝑐1‖𝑢
𝑛‖2 +

𝜏

2𝜀1
‖𝑔‖2 +

𝜏

8𝜀1
‖𝑓𝑛‖2.                                (30) 

Аналогично, умножим уравнение (28) на 𝜏𝑢𝑖
𝑛+1ℎ и просуммируем по внутренним узлам 

сетки:  

‖𝑢𝑛+1‖2 + 𝜏2‖𝑢𝑡
𝑛‖2 +

4

ℎ2 ||𝑢𝑥
𝑛+1]|

2
+

𝜏

2
∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢
𝑖+

1
2

𝑛+
1
2𝑢

𝑥,𝑖+
1
2

𝑛+
1
2 + 𝑢

𝑖−
1
2

𝑛+
1
2𝑢

𝑥̅,𝑖−
1
2

𝑛+
1
2 )𝑢𝑖

𝑛ℎ + 

+
𝜏

2
∑

𝑀−1

𝑖=1

(𝑢
𝑖+

1
2

𝑛+
1
2𝑢

𝑥,𝑖+
1
2

𝑛+
1
2 + 𝑢

𝑖−
1
2

𝑛+
1
2𝑢

𝑥̅,𝑖−
1
2

𝑛+
1
2 )𝑢𝑡,𝑖

𝑛 ℎ +
𝜏𝜆𝑐

2𝑑
∑

𝑀−1

𝑖=1

𝑢
𝑖

𝑛+
1
2 |𝑢

𝑖

𝑛+
1
2| 𝑢𝑖

𝑛+1ℎ + 

+𝜏∑𝑀−1
𝑖=1 𝑢𝑖

𝑛+1𝑔
𝑥,𝑖−

1

2

𝑛+
1

2 ℎ = 2‖𝑢𝑛‖2 + 𝜏∑𝑀−1
𝑖=1 𝑢𝑖

𝑛𝑓
𝑖

𝑛+
1

2ℎ.                       (31) 

Оценивая скалярные произведения, как и для уравнения (29), получим аналогичную 

оценку  

‖𝑢𝑛+1‖2 ≤ 𝑐2‖𝑢
𝑛‖2 + 𝑐3𝜏‖𝑔‖2 + 𝑐3𝜏 ‖𝑓𝑛+

1

2‖
2

.                               (32) 

Складывая неравенства (30) и (32), получим  

‖𝑢𝑛+1‖2 ≤ 𝑐4‖𝑢
𝑛‖2 + 𝑐5𝜏‖𝑔‖2 + 𝑐6𝜏 (‖𝑓𝑛‖2 + ‖𝑓𝑛+

1
2‖

2

). 

Используя полученное неравенство, можно показать выполнение цепочки неравенств 

‖𝑢𝑛+1‖ ≤ ‖𝑢𝑛‖ ≤. . . ≤ ‖𝑢0‖. 

Заключение. Таким образом, в работе рассмотрена задача движения жидкости в газ-

лифтной скважине. В данной работе рассмотрена одномерная модель газлифтной сква-

жины, в которой предполагается, что поток в кольцевой части и скважине двухфазный и 

изотермический [10]. Система, описывающая изучаемый процесс, состоит из уравнений 

движения, неразрывности и скорости, которые позволяют получить формулу для опреде-

ления плотности жидкой фазы в явном виде. Проведено исследование разработанной 
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двухслойной разностной схемы Лакса-Вендроффа для численного решения задачи и 

методом энергетических неравенств получены априорные оценки для разностной задачи. 
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