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Ж¥КА ИЗОТРОПТЫ ПЛАСТИНАЛАРДЬЩ И1ЛУ1Н ТАЛДАУ 

АНАЛИЗ ИЗГИБА ТОНКИХ ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 

BENDING ANALYSIS OF THIN ISOTROPIC PLATES

Abstract. In the field of modern construction, thin isotropic plates are widely used. The development of 
calculation methods and mathematical models for thin isotropic plates of rectangular shape is an important 
issue. The article examines the bending of a rectangular thin isotropic plate. The method of separation of 
variables is employed to derive the plate calculation theory. New formulas for the function of deflection and 
internal forces of the plate are determined. A simplified version of the classical theory is presented, 
defining the solution to the plate bending problem using simple polynomials. The values of the deflection 
function and internal forces of a rectangular thin isotropic plate are presented in the form of tables and 
diagrams. The obtained calculation results are compared with Navier's method and the finite element 
method. The results obtained completely coincide with the results obtained by other methods and thereby 
confirm the correctness of the proposed version of the theory.

Keywords: Thin isotropic plate, method of separation of variables, Navier's solution, deflection 
function, bending moment, transverse force, torque.

Ацдатпа. Каз/рг/ заманзы курылыс саласында жука изотропты пластиналар кец/нен колда- 
нылады. Т/кбурышты жука изотропты пластиналарды есептеу эд/стерi мен математикалык 
моделдер/н куру мацызды мэселе болып табылады. Макалада т/кбурышты жука изотропты 
пластинаныц илу.i карастырылзан. Пластиналардыц есептеу теориясын алу Yшiн 
айнымалыларды белу эдiсi пайдаланылеан. Пластинаныц майысу функциясы мен /шк/ ^штер/н/ц 
жаца формулалары аныкталзан. Пластинаны и/лу/н/ц шеш/м/н карапайым полиномдар аркылы 
аныктайтын классикалык теорияныц жец/лдет/лген нускасы усынылзан. Т/кбурышты жука 
изотропты пластинаныц майысу функциясыныц жэне /шк/ ^штер/н/ц мэндерi кестелер мен 
эпюралар бойынша керсет/лген. Есептеу нэтижелерi Навье жэне акырлы элементтер 
эд/стер/мен салыстырылзан. Алынзан нэтижелер баска эд/стермен алынзан нэтижелермен 
толызымен сэйкес келед/ жэне усынылзан теорияныц нускасыныц дурыстызын растайды.

ТYйiн сездер: Жука изотропты пластина, айнымалыларды белу эд/с/, Навье шеш/м/, майысу 
функциясы, и/лу момент/, келденец куш, буралу момент/.

Аннотация. В сфере современного строительства широко используются тонкие 
изотропные пластины. Важным вопросом является разработка методов расчета и 
математических моделей тонких изотропных пластин прямоугольной формы. В статье 
рассмотрен изгиб прямоугольной тонкой изотропной пластины. Для вывода теории расчета 
пластин использован метод разделения переменных. Определены новые формулы функции 
прогиба и и внутренних сил пластины. Представлена упрощенная версия классической теории, 
определяющая решение задачи изгиба пластины с помощью простых полиномов. Значения 
функции прогиба и внутренних сил прямоугольной тонкой изотропной пластины представлены 
в виде таблиц и эпюр. Результаты расчета сравниваются с методом Навье и методом 
конечных элементов. Полученные результаты полностью совпадают с результатами,
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полученными другими методами и тем самым подтверждают правильность предложенного 
варианта теории.

Ключевые слова: Тонкая изотропная пластина, метод разделения переменных, решение 
Навье, функция прогиба, изгибающий момент, поперечная сила, крутящий момент.

Kipicne. Ка^рп замангы енеркэсште, сондай-ак к¥рылыста, ишуде ж^мыс ютейтш 
ж^ка изотропты пластиналар тYрiндегi конструкцияньщ элементтерi кецшен колданы
лады. Бершген жYктемелердщ эсерiнен м^ндай элементтердi берштшке, орныктылыкка 
жэне тербелiс эсерiне есептеу конструкцияны жобалау процесiнде кажетп кезецдердщ 
бiрi болып саналады. И iлу деформациясына ^шырайтын ж^ка кабыргалы конструкция- 
лардыц ерекшелiгi ретiнде калыцдыгы бойынша бiркалыпсыз таралган Yлкен 
кернеулердщ пайда болуын айтуга болады, б^л колданылатын математикалык модельдер 
мен есептеу эдютершщ дэлдшше жогары талаптарды кояды. Осыган байланысты 
карапайым геометриялык пiшiндi пластиналардыц шлу есептерiн шешудщ аналитикалык 
эдiстерiн зерттеу мэселесi езектi болады, ягни ол жаца модельдердi эзiрлеуде жэне 
есептеу Yлгiлерiн к¥руда мацызды болып табылады.

Изотропты пластинаныц шлушщ классикалык теориясы Г. Кирхгоф гипотезаларын 
колдану аркылы жасалады. Б^л теорияда жылжулар мен деформациялар, кернеулiк кYЙ, 
Гук зацдарыныц ернектерi жэне тепе-тецдш дифференциалдык тецдеулердщ арнайы 
шешiмдерi карастырылады.

Изотропты пластинаныц шлуш есептеу Yшiн аналитикалык эдютер мен сандык эдiстер 
колданылады. Аналитикалык эдютер катарына Ритц-Тимошенко, Бубнов-Галеркин, 
Канторович-Власов, Навье, Леви т.б. жаткызуга болады. Б^л эдiстер бойынша 
пластинаныц белггаз майысу функциясыныц шешiмi катар тYрiнде iзделiнедi.

Классикалык жэне нактыланган пластиналар теориясымен кептеген зерттеушiлер 
эртYPлi жагдайда теориялар к¥рып, талдаудар жасап келедь Классикалык пластиналар 
теориясында ортацгы беттеп нормаль сызыктык деформацияга дейiн жэне одан кешн де 
езгерюаз калады деген болжамга негiзделген. Классикалык пластиналар теориясы 
непзшен ж^ка пластиналарды есептеуде колданылады [1,2]. Пластинаныц шлу 
сипаттамаларынан ^зындыгы мен енiне караганда калыцдыгыныц эсерi кеп 
болатындыгын керуге болады [3,4]. Зерттеушшер калыц пластиналарды есептеуде ыгысу 
деформациясыныц эсерi ескерiлмегендiктен, классикалык теорияныц жарамсыз екенiн 
аныктады [5-8]. Б^л кемшiлiк пластинаныц нактыланган теориясыныц дамуына экелдi [9
11]. Сонымен катар, эртYрлi бекiтiлген нкб^рышты пластинаны акырлы элементтер 
эдiсiмен есептеу келес ж^мыстарда кездеседi [12-15].

Тшб^рышты ж^ка изотропты пластинаны есептеуде классикалык теорияныц кептеген 
кемшiлiктерi болгандыктан, макалада есептеу эдютерш жетiлдiру жэне нактыланган 
теорияларды к¥ру ¥сынылады. Б^л ж^мыста нкб^рышты ж^ка изотропты пластинаны 
есептеу Yшiн айнымалыларды белу эдiсi колданылады. Пластинаныц майысу функциясы 
аркалыктыц майысу функцияларыныц кебейтiндiсi тYрiнде кабылданады. Б^л ^сынылган 
эдiс аркылы пластиналардыц кернеулiк-деформациялык ^ ш н  оцай тYPде аныктауга 
болады.

Материалдар жэне зерттеу эдiстер. Тшб^рышты ж^ка изотпропты пластинаны 
координаттык жYЙеде карастырайык ( 1-сурет). Координаттык жYЙеде ж^ка изотпропты 
пластина былайша кабылданады: —z1 <  x1 <  z1, —Z2 <  X2 <  Z2, —Z3 <  X3 <  Z3, z1 =

2̂ h ,
—, Z2 =  —, Z3 =  -, мундагы a i,a 2,h  -  пластинаныц Xi,X2,X3 координаттык естерi 

бойындагы елшемдерi. Б^л пластинага эсер ететш сырткы келденец кYштiц 
каркындылыгы q (x i, Х2)  болып табылады.



№ 2, 2024 243 «Ш^ТУ ХАБАРШЫСЫ»

1-сурет. Тшб^рышты ж^ка изотропты пластина

Осы пластинаны есептеу Yшiн Кирхгоф-Лявтьщ классикалык теориясын колданайык. 
Классикалык теорияны жYзеге асыру келесi эдiстi пайдалану аркылы жYргiзiледi:

-  Майысу функциясы аныкталады.

W (x i,x2) =  Wo • f(x,y), f(x ,y) =  X(x) • Y(y), x =  — , y =  —, (1)
al a2

м^нда Wo -  ец Yлкен майысу, f(x, y ) -  пластинаныц eлшемсiз майысу функциясы, X (x ), 
Y  (y ) -  пластинаныц талшыктарыныц (аркалыктардыц) шекаралык шарттарды канагаттан- 
дыратын белгш  eлшемсiз функциялары, (x, y ) -  елш емаз координаталар.

-  Б^рылу б^рыштары табылады.
0   г\2 df Г\2 _ W0 п _ г\2 df Г\2 _ W0
01 =  01 Эх’ 01= a i ’ 02 =  02 Эу’ 02 =  а2> (2)

м^нда 01, 02 -  пластинаныц нормалыныц x; , x2 -  координаттык естер бойындагы б^рылу 
б^рыштары.

-  1шю кYштер аныкталады.
2 2

M1 =  -M2 •m1(x,y), M2 = ai Ua
a2f
Эу2M =

a1
DW0

M2 • m2(x,y), M 2= ^ ,  m2(x,y) =

Эу2 
V_ —
m2  ̂dX2 ’

a2f
M12 =  -M02iXiy, M12

2 _  D(1-V)-Wo m2
(3)

a3f
Q1 =  -Q 1 • q1(x,y) , Q1 =  ^ ,  q1(x,y ) =  S + m2^

Q2 =  -Q2 •q2(x,y) , q2 =

>1
D-W,o r  \ _ d3f 1

, q2(x,y) gy3 +  m,2 •'ауЭх2
1 a3f

M'M = -12 “Ч1 =  ‘-‘ i^ ^ 2
12 k2a1 9y k2a2 dx ’

м^нда M1, M2 -  x1, x2 координаттык eстерi бойындагы ишу моменттерi, M12 -  
(классикалык теория), М 12 -  (^сынылып отырган жаца теория) пластинаныц шеттерiндегi 
б^ралу моменттерi, Q1, Q2 -  координаттык естерге x1, x2 -  перпендикуляр келденец 
^ш тер , m2 -  пластинаныц елшемдершщ квадратыныц катынасы, D -  цилиндрлш 
катацдык, V  -  Пуассон коэффициента

Сырткы келденец кYштiц каркындылыгы iшкi келденец кYштiц каркындылыгы 
аркылы аныкталады.

a
aa a 2

32a
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DV2V2W  = q(x,y),

Po-S(x,y) q =  (x,y), (4)
DWo л i a4f , n a4f , 2 a4f

ро = а а Г ' S(x' y ) =  m;2-dX7+ 2 d X ^  + m V ,
м^нда q(x, y ) -  пластинага x3 eci бойымен эсер ететш сырт^ы жайылган жYктемешц ^ар- 
^ындылыгы, Ро -  майысу параметрi, S(x, y ) -  пластинаныц iшкi кYштерiнiц ^ар^ын- 
дылыгы.

(4) тецдеудi тYрлендiру ар^ылы тепе-тецдiк тецдеуiнiц шарттары алынады.

a) Р,
? q ( xo,yo)

0 S(Xо,Уо),

, _ 3 J_ZZ J_ZZ q (x, y )  • f ( x  y )dxdy  i  
c) P03 =  ZZ zz---------------------------, z =  —,

L ZL ZS(x,y ) - f (x ,y )dxdy  2
м^нда x0, y 0 -  пластинаныц тацдап алынган нYктесiнiц координаталары, а) сырт^ы жэне 
iшкi жYктемелердiц теццiгi, b) сырт^ы жэне iшкi жYктемелердiц тец эсерлi кYштерiнiц 
тецдiгi, с) осы жYктемелердiц ж^мыстарыныц тецдiгi.

Пластинаныц деформациялыщ кYЙiнiц параметрi аныщталады.

,2~2 d2f

b ) р2 =  J-z/-zq(x,y)dxdy (5)
b) Ро = ;_ zz/^ ẑS(x,y)dXdy , (5)

X=Xo а
a) k2a2 - d f -  =  -  “ Г1

1 dxdy y=y0 dy y=

d2f ■  ̂ d2f , 2

X=Xo

y=yo

b) i X2 +  m2dyi = - k 2a1f(x ,y), (6)

c) k2a2 = X" (Xo) , m2 Y" (yo)
C) k a 2 = X ( X o ) + m Y(yo)J

м^нда а) нYктедегi б^ралу моменттерiнiц тецдiгi (M ?2 =  M?2), b) мембрананыц еркiн тер- 
белю тец дтн щ  меншiктi саны тYрiнде, с) ар^алыщтыщ майысу функцияларын ^олдану 
ар^ылы.

Пластинаныц шеттерi мынандай шекаралыщ шарттар орындалады:

а) пластинаныц шеттерi x? =  ±z?  топсалы тiрелген болганда

W  = W0 • f(± z ,y ) =  0, M? =  -M ? ■ m (±z ,y ) =  0,02 =  0 (7)

б) пластинаныц шеттерi X2 =  ± Z 2 б ек тл ген  болганда

W  =  W? ■ f(x, ± z )  =  0, 0? =  0, 02 =  0 (8)

в) пластинаныц шеттерi x? =  ±z?  бос болганда (байланыс болмаса)

Qi =  -Q ?  ■ q ? (± z ,y )  =  0, m? =  0, M?2 =  ^  d r i (9)

(9)-шы шарттагы б^ралу моментi (]M?2)  келденец ^ ш  (Q ?) eрнегiн ^олдану ар^ылы 
аныщталады.

¥сынылган айнымалыларды белу эдiсi бойынша кез келген пластина келесi алгоритм 
бойынша есептеледi:

1) Координапъщ жYЙе жэне есептеу Yлгiсi (пластина, жа^тардагы байланыстар, 
сырт^ы кYштер) тацдалынып алынады;

2) Пластинаныц талшыщтарыныц (келденец, тш) eлшемсiз майысу функциялары 
X (x ), Y (y ) ар^алыщтардыц нормаланган майысу функциялары тYрiнде ^абылданады;

3) Пластинаныц eлшемсiз майысу функциясы (1) табылады да, оныц туындылары 
аныщталады;

4) Iшкi ^ш тердщ  таралу функциялары (3) табылады;
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5) Пластинаныц шеттервдеп шекаралык шарттардыц (7)-(9) орындалуы тексершедь
6) Yлкен майысу параметрi Р0 (5) бойынша табылып, б^рылу б^рыштарыныц жэне 

iшкi кYштердiц кебейткiштерi аныкталады;
7) Б^рылу моментiнiц параметрi (6) аныкталып, оныц езгеру зацдылыгы табылады;
8) Пластинаныц шеттерiндегi келденец кYштердiц (тiк реакциялардыц) тец эсерлi 

кYштерi аныкталады;
9) Пластинаныц тепе-тецдiгi жэне шлу есебшщ д^рыстыгы тексерiледi;
10) Пластинаныц деформациялык жэне кернеулiк ^ й лер ш  сипаттайтын эпюралар 

т^ргызылып, олар бойынша талдау жэне корытынды жасалынады.
Шеттерi эртYрлi бекiтiлген тшб^рышты ж^ка изотропты пластинаныц деформациялык 

жэне кернеулш ^ й лер ш  аныктайтын формулалар (1)-(9 ) болып табылады.
Осы алгоритм бойынша шеттерi топсалы бекiтiлген тшб^рышты ж^ка изотропты 

пластинаныц шлушщ есебш шыгарайык.
Нэтижелерi жэне оларды талкылау. Шеттерi топсалы б ек тлген  тшб^рышты ж^ка 

изотропты пластинага теракты таралган кYш q (x 1; Х2)  =  qo тYсiрiлген (1-сурет). Пласти
наныц деформациялык жэне кернеулш кYЙiн аныктау керек.

Пластинаныц барлык шеттерi топсалы тректер аркылы бекiтiлген болгандыктан, оныц 
талшыктарыныц елшемсiз майысу функцияларын белгш  аркалыктардыц майысу 
функциялары тYрiнде аламыз.

X (x ) =  1 — ^ x 2 +  ^ x 4, Y (y ) =  1 — 24y2 +  ^ y 4 (10)

Осы (10) формуланы колданып, тшб^рышты ж^ка изотропты пластинаныц майысу 
функциясы (1) мен ш ю  кYштерiнiц (3) нэтижелерi кестелер мен графиктер тYрiнде 
аныкталды.

1-кесте. Топсалы бекiтiлген пластинаныц майысу функциясыныц ец Yлкен мэндерi

a2/a1 a1/h Эд1с Wmax % a2/a1 a1/h Эд1с Wmax %

Навье 0,0000286 Навье 0,0000712

5 Акырлы
элементтер

0,0000288 1,8 5 Акырлы
элементтер

0,0000728 4,6

¥сынылган 0,0000290 ¥сынылган 0,0000745
Навье 0,0002285 Навье 0,0005695

1 10
Акырлы
элементтер

0,0002310 1,8 2 10
Акырлы
элементтер

0,0005845 4,6

¥сынылган 0,0002327 ¥сынылган 0,0005956
Навье 0,2284890 Навье 0,5695823

100 Акырлы
элементтер

0,2299445 1,8 100 Акырлы
элементтер

0,5889811 4,6

¥сынылган 0,2327075 ¥сынылган 0,5956077

2-кесте. Топсалы бекiтiлген пластинаныц iшкi ^ш терш щ  ец Yлкен мэндерi

a2/a1 a1/h Эд1с M1max M2max Q1max Q2max M12max

1 10

Навье 0,0459 0,0459 0,3120 0,3120 0,0345

Акырлы
элементтер

0,0482 0,0482 0,3054 0,3054 0,0368

¥сынылган 0,0496 0,0496 0,2860 0,2860 0,0386
% 8,0 8,0 8,3 8,3 11,8
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1-кестеде тшб^рышты пластинаныц шеттерiнiц елшемдершщ ^атынасы жэне 6ip 
жагыныц елшемшщ ^алыцдыгына ^атынасы эpтYpлi болган жагдайдагы ец Yлкен майысу 
функциясыныц Навье, а^ырлы элементтер мен ^сынылган айнымалыларды белу эдiсi 
бойынша табылган мэндеpi кеpсетiлген. 2-кестеде тшб^рышты ж ^ а  изотропты 
пластинаныц шлу моменттеpi, келденец кYштеpi жэне б^ралу моментiнiц ец Yлкен 
мэндеpi аньщталган. 2-суретте тшб^рышты ж ^ а  изотропты пластинаныц бip 
талшыгыныц майысу функциясыныц максимал мэндеpi Навье, а^ырлы элементтер эдiсi 
жэне айнымалыларды белу эдю  аркылы табылып, мэндеpi салыстырылган. 3-6 
суреттерде ^сынылган эдiс бойынша тшб^рышты ж ^ а  изотропты пластинаныц майысу 
функциясы мен ш ю  кYштеpiнiц эпюралары т^ргызылган. Кестелер жэне суреттерден 
айнымалыларды белу эдюшщ бас^а эдiстеpмен салыстыргандагы майысу функциясы мен 
iшкi ^ш терш щ  мэндеpiнiц алшактыгы аз болатындыгын керуге болады.

Wn(y)

Wa(y)
+++
Wk(y)дд

-  0.6 -  0.4 -  0.2 0.2 0.4 0.6

2-сурет. Ец улкен майысу функциясыныц эпюрасы

мандаты W n -  Навье эдiсi, W^ -  а^ырлы элементтер эдiсi, W a -  айнымалыларды белу 
эдю мен табылган ец Yлкен майысу функциясыныц мэндеpi.

3-сурет. Майысу функциясыныц эпюрасы

0

y
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Ml М2
4-сурет. Ищу моменттершщ эпюрасы

5-сурет. Келденец куштердщ эпюрасы

6-сурет. Буралу моменлнщ эпюрасы
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Цорытынды. Алынган нэтижелердi саралай келе келесi корытындыларга келуге 
болады:

1. Айнымалыларды белу эдю  бойынша баска аналитикалык жэне сандык эдютерден 
караганда пластинаныц иiлу есебшщ шешiмiн карапайым полиномдар аркылы алып, 
жалпыланган катацдыгы бар аркалыктыц шлу есебше келтiруге болатындыгы аныкталды.

2. Мысал тYрiнде шеттерi топсалы трелген тшбурышты изотропты пластинаныц иiлу 
есебi шыгарылды.

3. Есептеу нэтижелерi кестелер мен эпюралар тYрiнде керсетiлiп, аналитикалык Навье 
эдю  жэне акырлы элементтер эдюмен салыстырылды.

4. Салыстыру барысында пластинаныц майысу функциясы мен ш ю  кYштерiнiц 
мэндерiнде алшактык ете аз болгандыктан, усынылган эдiс аркылы алынган 
нэтижелердщ дурыстыгын керуге болады.

¥сынылып отырган айнымалыларды белу эдiсiмен кез келген турде бекiтiлген тшбурыш- 
ты изотропты пластинаныц кернеулiк-деформациялык кYЙi карапайым турде аныкталады.
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